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Abstract. This report focuses on the dependencies for the center and
radius of the confidence interval that arise when estimating the mass
fractal dimensions of anisotropic sampling clusters in the site percola-
tion model.
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Аннотация. Настоящий доклад посвящён зависимостям для цен-
тра и радиуса доверительного интервала, возникающего при оцени-
вании массовой фрактальной размерности выборки анизотропных
кластеров в математической модели перколяции узлов.
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1В одной из наших работ [1] описан эффект одновременного по-
вышения точности и снижения вычислительной сложности при со-
кращении размера решётки 𝑥 для интервального оценивания мас-
совой фрактальной размерности выборки перколяционных класте-
ров 𝑑𝑏1 = 𝑑±𝜀. Основные идеи методики были изложены в [2]. Речь
идёт о модели логарифмически линейной регрессии для векторов
относительных суммарных частот ln 𝑣𝑖 узлов кластера, покрывае-
мых элементами текущего размера ln 𝑟𝑖: ln 𝑣𝑖 = 𝑑𝑏1 ln 𝑟𝑖 + 𝑑𝑏0 + 𝑒𝑏𝑖,
где сумма квадратов отклонений
∑︀
𝑒2𝑏𝑖 минимизируется по 𝑑𝑏0,1 ме-
тодом наименьших квадратов. Кроме того, методика обеспечивает
получение репрезентативной оценки 𝑑𝑏1 во всем диапазоне не толь-
ко сверх-, но и докритических долей достижимых узлов 𝑝 ∈ (0, 1).
Указанный эффект объясняется тем, что при расположении стар-
тового подмножества узлов кластера в центре квадратной решётки
зависимость радиуса интервальной оценки его массовой фракталь-
ной размерности от доли достижимых узлов 𝜀(𝑝) в окрестности
критического значения 𝑝𝑐 = 0,592746 . . . имеет локальный минимум
𝜀𝑐 при 𝑝 → 𝑝𝑐, окружённый двумя максимумами: докритическим
глобальным 𝜀1 при 𝑝→ 𝑝1 < 𝑝𝑐 и сверхкритическим локальным 𝜀2
при 𝑝→ 𝑝2 > 𝑝𝑐. Соотношение амплитуд максимумов объясняется
тем, что малые приращения 𝑝 в левой окрестности 𝑝𝑐 способны вы-
зывать существенно больший прирост выборочной дисперсии 𝑠2𝑑𝑏1 ,
чем те же приращения в правой окрестности 𝑝𝑐, причём ампли-
туды обоих максимумов растут с ростом размера решётки 𝑥. А
в непосредственной близости от порога перколяции 𝑝𝑐 возникает
корреляция размеров реализаций кластеров с размерами области
перколяции, которая и минимизирует выборочную дисперсию 𝑠2𝑑𝑏1 .
Воспользуемся описанной в [2] методикой для интервального
оценивания массовой фрактальной размерности 𝑑𝑏1 выборки кла-
стеров со стартовым подмножеством узлов, расположенным вдоль
нижней границы квадратной перколяционной решётки. Из общих
соображений ясно, что формируемые в таких условиях кластеры
должны быть анизотропными с фрактальной размерностью: 𝑑𝑏1 <
1 при 𝑝 < 1 и 𝑑𝑏1 → 1 при 𝑝→ 1. Но оценка размерности с использо-
ванием изотропного (состоящего из квадратов) покрывающего мно-
жества приводит к гораздо большим значениям: 1 < 𝑑𝑏1 < 2 при
𝑝 < 1 и 𝑑𝑏1 → 2 при 𝑝 → 1. Проблема заключается в том, что при
линейном стартовом подмножестве рост анизотропного кластера
ограничен лишь одним направлением, а изотропное покрывающее
множество растёт сразу в двух, что и порождает указанное несо-
ответствие. В таком случае, наиболее логичным решением будет
2замена базового элемента покрывающего множества с изотропно-
го квадрата, на анизотропный прямоугольник, ориентированный
вдоль стартового множества и масштабируемый в направлении ро-
ста кластера.
Рис. 1. Зависимости для центра 𝑑 и радиуса 𝜀 доверительного интервала
массовой фрактальной размерности I0,95(𝑑𝑏1) = 𝑑 ± 𝜀 от доли дости-
жимых узлов 𝑝 при размерах квадратной решётки 𝑥 = 1092, 1692, 2652
узлов: а) график 𝑑(𝑝|𝑥); б) график 𝜀(𝑝|𝑥)
На рис. 1 показано изменение интервальной оценки массовой
фрактальной размерности I0,95(𝑑𝑏1) = 𝑑 ± 𝜀 от доли достижимых
узлов 𝑝 при различных размерах квадратной решётки 𝑥. Каждая
точка на графиках 𝑑(𝑝|𝑥) и 𝜀(𝑝|𝑥) была найдена по выборочной
совокупности объёмом 999 реализаций кластеров. Регрессионная
модель строилась по 9 точкам, равномерно распределённым в ло-
гарифмическом масштабе от характерных размеров покрывающе-
го множества ln 𝑟𝑖. Вертикальная пунктирная линия соответствует
критическому значению доли достижимых узлов 𝑝𝑐.
Аналогично изотропному случаю, рассмотренному в [1], радиус
доверительного интервала 𝜀(𝑝|𝑥) достигает глобального максиму-
ма при докритических значениях абсциссы 𝑝1 < 𝑝𝑐, причём орди-
ната этого максимума 𝜀1 также растёт вместе с размером решёт-
ки 𝑥, а отклонение абсциссы максимума от критического значения
(𝑝𝑐 − 𝑝1) –– падает. При дальнейшем стремлении 𝑝 к критическо-
му значению функция 𝜀(𝑝|𝑥), достигая локального минимума при
сверхкритических значениях абсциссы 𝑝0 > 𝑝𝑐, а затем снова на-
чинает возрастать, стремясь к правостороннему локальному мак-
симуму при 𝑝2 → 1, ордината которого 𝜀2 также растёт вместе
с размером решётки 𝑥. Примечательно, что с ростом размера ре-
шётки 𝑥 отклонение абсциссы минимума от критического значения
(𝑝0−𝑝𝑐) падает, а ордината минимума 𝜀0 –– судя по графикам не из-
3меняется. Подобно [1] при 𝑝→ 0 и 𝑝→ 𝑝𝑐 значимость вариаций от
размера решётки 𝑥 как для центра 𝑑(𝑝|𝑥), так и для радиуса до-
верительного интервала 𝜀(𝑝|𝑥) массовой фрактальной размерности
𝑑𝑏1 быстро падает и в пределе при 𝑛→∞ зависимость 𝑑𝑏1(𝑝) при-
обретает кусочно-постоянный характер вида: 𝑑𝑏1 = 0 при 𝑝 < 𝑝𝑐,
𝑑𝑏1 = 0,456± 0,025 при 𝑝 = 𝑝𝑐 и 𝑑𝑏1 = 1 при 𝑝 > 𝑝𝑐.
Настоящее исследование показывает, что ключевые особенности
в поведении интервальной оценки массовой фрактальной размер-
ности 𝑑𝑏1 сохраняются вне зависимости от изо- или анизотропии
стартового и покрывающего множеств. Это в полной мере отно-
сится и к выявленному эффекту одновременного повышения точ-
ности оценки 𝑑𝑏1 при снижении вычислительной сложности задачи
за счёт сокращения размера решётки 𝑥 до минимально необходимо-
го уровня, который определяется объёмом выборочной совокупно-
сти для модели линейной регрессии в двойных логарифмических
координатах (ln 𝑟𝑖, ln 𝑣𝑖).
Список литературы
[1] Moskalev P.V., Grebennikov K.V., Shitov V.V. Interval estima-
tion of the mass fractal dimension for isotropic sampling percola-
tion clusters [Электронный ресурс] // arXiv:1107.2906v1 [cond-
mat.stat-mech]. URL: http://arxiv.org/abs/1107.2906 (дата
обращения 14.07.2011)
[2] Moskalev P.V., Grebennikov K.V., Shitov V.V. Statistical es-
timation of percolation cluster parameters [Электронный ресурс]
// arXiv:1105.2334v1 [cond-mat.stat-mech]. URL: http://arxiv.
org/abs/1105.2334v1 (дата обращения 11.05.2011)
4About the authors
Moskalev Pavel Valentinovich: Ph. D., Associate Professor, Department
of Mathematics and Theoretical Mechanics, Voronezh State Agri-
cultural University after K.D. Glinki.
Tel.: +7 (473) 253-73-71; e-mail: moskalefff@gmail.com
Grebennikov Konstantin Vladimirovich: Postgraduate Student, Department
of Industrial Power Engineering, Voronezh State Technological
Academy.
Tel.: +7 (473) 255-44-66; e-mail: greb86@mail.ru
Shitov Viktor Vasiljevich: Doctor of Engineering Science, Full Professor,
Head of Department of Industrial Power Engineering, Voronezh
State Technological Academy.
Tel.: +7 (473) 255-44-66; e-mail: svw@list.ru
Сведения об авторах
Москалев Павел Валентинович: кандидат технических наук, доцент
кафедры высшей математики и теоретической механики Во-
ронежского государственного аграрного университета имени
К.Д. Глинки.
Тел.: +7 (473) 253-73-71; e-mail: moskalefff@gmail.com
Гребенников Константин Владимирович: аспирант кафедры промыш-
ленной энергетики Воронежской государственной технологи-
ческой академии.
Тел.: +7 (473) 255-44-66; e-mail: greb86@mail.ru
Шитов Виктор Васильевич: доктор технических наук, профессор, за-
ведующий кафедрой промышленной энергетики Воронежской
государственной технологической академии.
Тел.: +7 (473) 255-44-66; e-mail: svw@list.ru
